Gewdhnliche Differentialgleichung: NWI
-Sophiane Yahiatene-

Aufgabe 8.1 Betrachte das Anfangswertproblem:

u'(t) =t u(t)?
u(b) = —10

Die exakte Losung lasst ich mit Hilfe der Methode " Trennung der Variablen” wie folgt errechnen.
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Die benétigten Schrittweiten, um einen maximalen Fehler von 10~° zu erhalten, lauten:

t h Fehler
Euler 104 T [ ~2,5-1077
154719 | ~7,1-1077
20 | 4710 | =6,1-1077
klass. R-K || 10 | 4710 | = 6,0-1077
154719 | ~3,9.-1077
20 | 4710 | &3,2-1077

Aufgabe 8.2 Betrachte das Anfangswertproblem:

u'(t) = tcos(u(t))?
u(=5)=0

Die exakte Losung ldasst ich mit Hilfe der Methode ” Trennung der Variablen”wie folgt errechnen.
R | k 1 25
tan(u) = tan(u) — tan(0) = /0 de = /_5 Tdr = 5752 Y
1, 25

S u= arctan(it - ?) fir alle t € R

Die bendtigten Schrittweiten, um einen maximalen Fehler von 10~° zu erhalten, lauten:

t h Fehler
Euler 0] 477 ~3,0-1077
5 | 4713 | ~6,4-107°
10 [ 4713 ] ~5,2-107°
klass. R-K || 0 [ 47° ~6,0-1078
51479 | ~3,9-3,17
10 | 479 ~6,8-107°




Aufgabe 8.3 Sei X : R? — R? (;U) ( +y)? ) ein glattes Vektorfeld

und ¢ : R? — R2 ( ) ( ) ein Diffeomorphismus mit Umkehrabbildung ¢—* <y) = (y :c )

— T

1. Behauptung: u(x) = = + y(z) geniigt der Differentialgleichung u'(z) = 1 + u(z)?, wobei y Losung
der Gleichung y'(z) = (z + y(z))? ist.

Beweis. Es gilt nach Vorlesung 9:
7 ist genau dann eine Integralkurve von X, wenn ¢ o vy eine Integralkurve von X ist.(*)

Das heifit anstelle der Differentialgleichung %(x) = X(y(z)) kann man auch

%(m) = X?(¢o(x)) 16sen, um mit Hilfe von ¢! die Losungen der urspriinglichen Differenti-
algleichung erhalten.

Es gilt also fiir das modifizierte Vektorfeld X¢:
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wobei Jo( <Z)) = (} ?) die Jacobimatrix von ¢ an der Stelle (Z) € R? ist.

Nun ist nach dem Satz* aus Vorlesung 9 mit der Integralkurve v(x) = (Z) von X

() = oo =0 () =(7)

. o (T _ 1
eine Integralkurve von X (u) (1 4 u2>'

Also geniigt u(x) = x + y(x) der Differentialgleichung u/(z) = 1 + u(z)?. O

2. Behauptung: y(x) = tan(x + ¢) — x 16st die Differentialgleichung 3/ (z) = (x + y(z))?

Beweis. Aus dem ersten Teil der Aufgabe erhilt man durch die Koordinatentransformation ¢ die
Differentialgleichung «'(z) = 1 + u(z)?, welche mit Hilfe von " Trennung der Variablen”16sbar ist.
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& arctan(u) =t + ¢

& u=tan(t+c) fﬁrallete(—g—c,%— )
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Also lautet die Losung der urspriinglichen Differentialgleichung mit ¢ (u (x)) = < tan(z + ¢) — a:)

y(z) =tan(z +c¢) —x fiir allexe(—g—c,g— ).



Aufgabe 8.4 Sei X : R-o xR — 1R2,(5> — <1 i y) ein glattes Vektorfeld
x

und ¢ : Rug x R — Ry x R, (5) — (if) ein Diffeomorphismus mit Umkehrabbildung ¢! (Z) =
x

y-x)
1. Behauptung: Die Differentialgleichung fiir u(z) := £ lautet u'(z) = -
Beweis. Analog zur Aufgabe 8.3 gilt
sfx _ (1 0y (1 \_/(1
()= D))= ()
x x x
(o) = ()= (1),
woraus die Behauptung folgt. O
2. Behauptung: Die Losung der allgemeinen Differentialgleichung lautet y(z) = In(z) -

Beuweis. Die Losung der transformierten Differentialgleichung v/(z) = 1 lautet u(z) = In(z) + ¢
fir z > 0 und somit lautet die allgemeine Losung

y(x) = (aﬁ‘l <ln(;§+ C) ) = (In(z) + c)z.

(2,1)



